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Osciladores de fase s@o sistemas dinamicos dissipativos com aporte externo de energia, e matematicamente
caracterizados pela presencga de ciclos-limite, ao longo dos quais a dindmica pode ser descrita por um angulo de
fase. No presente artigo, consideramos fenémenos de sincronizagdo num sistema de muitos osciladores de fase
acoplados. Adotamos uma descri¢ao qualitativa, baseada num modelo paradigmatico proposto por Y. Kuramoto
em 1975. Discutimos, & luz dessa descri¢ao, algumas aplicagdes em sistemas fisicos (metrénomos e pedestres numa
ponte pénsil) e biolégicos (neurdnios e vagalumes piscando).
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Phase oscillators are dissipative dynamic systems with external energy input, and mathematically characterized
by the presence of limit cycles, along which the dynamics can be described by a phase angle. In the present article,
we consider synchronization phenomena in a system of many phase-coupled oscillators. We adopt a qualitative
description, based on a paradigmatic model proposed by Y. Kuramoto in 1975. We discuss, in the light of this
description, some applications in physical systems (metronomes and pedestrians on a suspension bridge) and
biological (neurons and fireflies blinking).

Keywords: Kuramoto, oscillators, synchronization, phase.

1. Introducao

Fenémenos periddicos caracterizam-se por uma re-
peticdo sistemdtica apés um determinado periodo de
tempo. Dentre os primeiros fenémenos periddicos in-
vestigados pelo ser humano estdo as efemérides as-
tronémicas, como as mudancas de fases da Lua e de
estagoes do ano, horarios de nascer e do por do Sol,
dentre outras [I]. Uma das motivagdes para este estudo
foi, sem duvida, a necessidade de medigdo do tempo
para a qual foram usados véarios dispositivos ao longo
da Histéria [2].

Ao longo do século XVII houve as primeiras in-
vestigagOes sistemdticas de fenémenos periddicos no
contexto fisico. Galileo constatou o isocronismo das
oscilagbes do péndulo, segundo consta, usando a propria
pulsacéo, que é também um fenémeno periédico. Posteri-
ormente, Huygens empregou essa ideia na sua concepgao
original do relégio de péndulo, usando um mecanismo
de escape [3]. Desde entdo um dos principais ramos da
Fisica é o estudo de fendémenos periédicos em fené6menos
mecanicos, eletromagnéticos, Gticos, ete. [4].

A sincronizagdo de osciladores é um ajuste dos seus
ritmos devido a uma interagao fraca entre eles, ou seja,

* Enderego de correspondéncia: areis@if.usp.br

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

ela depende de algum tipo de acoplamento entre os
osciladores [5]. Desde que Huygens descreveu a sincro-
nizagdo entre relégios de péndulo, diversos exemplos de
sincronizagao tém sido descritos em sistemas fisicos [6) [7]
e bioldgicos [8H10].

Um dos mais espetaculares fenémenos de sincro-
nizagdo na natureza é observado no piscar de algumas
espécies de vagalumes do Sudeste Asidtico [11]. Milhares
de vagalumes machos juntam-se em &rvores a noite e
piscam de forma sincronizada para atrair a atencgao
das fémeas. Nesse caso, podemos identificar o efeito do
acoplamento na percepcdo visual que os vagalumes tém
a0 sincronizar seu piscar com o de seus colegas. Observa-
se, também, sincronizacado de aplausos de espectadores
numa sala de concerto [12], bem como de metrénomos
[67]

Outro fendémeno notével de sincronizagao foi regis-
trado na abertura da Ponte (pénsil) do Milénio, que
cruza o Rio Tamisa em Londres [13|[14]. No dia da sua
abertura, em 2000, a ponte atraiu um enorme nimero de
visitantes, e cerca de duas mil pessoas podiam ocupar a
ponte ao mesmo tempo. O caminhar dos pedestres gerou
um pequeno deslocamento lateral da ponte. Para evitar
quedas, outros pedestres acabaram ajustando o proprio
ritmo de sua caminhada, o que sé piorava a situagdo
causando oscilagoes laterais de grande amplitude devido
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a sincronizacdo entre a ponte pénsil e o modo de andar
dos pedestres [14]. A ponte foi, entdo, fechada para
a instalagdo de amortecedores que diminuissem essa
oscilacao lateral.

Uma dificuldade comum a descrigdo da sincronizagao
de osciladores de tipos tdo diversos como vagalumes
piscando e pedestres deslocando-se sobre uma ponte,
estd na grande diferenca de modelamento desses even-
tos. No entanto, uma descricdo qualitativa pode ser
empregada, que leva em conta o fato de vagalumes,
pedestres, metréonomos, neurdnios, relégios de péndulo
e outros poderem — a despeito de suas diferencas —
serem todos osciladores de fase. Isso é possivel porque
o movimento de osciladores auto-sustentaveis, da-se ao
longo de uma curva fechada no plano de fase denominada
ciclo limite [15].

A sincronizagéo de dois osciladores de fase, sob este
ponto de vista, foi analisada em um trabalho prévio [16].
Mesmo sem conhecer em detalhes o tipo de acoplamento
entre os osciladores, é possivel obter conclusées gerais so-
bre suas propriedades de sincronizagdo, usando equagoes
médias nas vizinhancas de uma ressondncia exata entre
as frequéncias dos osciladores. Em ([16]) empregamos
estes resultados para tratar da sincronizagdo entre dois
relogios de péndulo e também de metrénomos.

No presente artigo temos como objetivo principal
estender o tratamento abordado em [16] para o caso
de um ndmero arbitrario N de osciladores de fase
acoplados. Esse tratamento levar-nos-4 a um modelo
proposto em 1975 por Y. Kuramoto, e que tem servido
de paradigma para o estudo da sincronizagdo de osci-
ladores acoplados. Faremos uma abordagem do modelo
de Kuramoto do ponto de vista descritivo, mostrando
resultados de simulagées numéricas e mencionando al-
guns resultados analiticos que podem ser encontrados
na literatura especializada [17] [I8].

A guisa de ilustra¢do, mostraremos também como é
possivel tratar os disparos elétricos de um neurénio como
um oscilador de fase; e de como sua sincronizag¢ao pode
ser estudada a partir do modelo de Kuramoto [19]. Dessa
forma, sistemas tdo diversos como vagalumes piscando,
pedestres, metrénomos, relégios de péndulo e neuroénios
podem ser descritos de forma unificada.

O restante deste artigo estd organizado da seguinte
forma: na secdo 2 introduzimos a ideia de oscilador de
fase, mostrando defini¢oes diferentes de fase de acordo
com o tipo de oscilador estudado. Na secdo 2 revemos a
teoria para a sincronizacdo de dois osciladores de fase,
enfatizando o papel das equagbes médias na vizinhanga
da ressonancia exata. A sincronizagdo de trés ou mais
osciladores de fase é discutida , na se¢do 3, no contexto
do modelo de Kuramoto, para o qual fazemos uma
apresentacao descritiva. A sec¢do 4 é dedicada a andlise
dos resultados, usando para isso resultados tedricos de-
senvolvidos no caso de um nimero infinito de osciladores.
Detalhes dos calculos para esse caso sdo deixados para
um Apéndice. A dltima se¢ao é dedicada as Conclusoes.
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2. Osciladores de fase

Um péndulo simples que é posto a oscilar tendera, com
o passar do tempo, ao repouso, pois a sua energia total
é dissipada devido a uma série de fatores, como o atrito
com o ar e a friccdo do fio no ponto de suspenséo.
Para garantir a presenca de oscilagoes auto-sustentadas
é, portanto, necessario compensar essa perda com um
aporte externo de energia. Num relégio de péndulo, por
exemplo, esse aporte ¢ fornecido pela lenta queda de
um corpo, transmitida ao péndulo de forma intermitente
por um mecanismo do tipo &ncora, como proposto
originalmente por Huygens [16].

Uma caracteristica comum a oscilagoes auto-
sustentadas é que suas trajetorias no plano de fase
(angulo versus velocidade angular para o péndulo, por
exemplo) estdo limitadas a uma curva fechada e isolada,
conhecida na dindAmica ndo-linear, como ciclo limite [15].
Esse ciclo limite deve ser atrativo, para que pequenos
desvios nao tirem o movimento dessa curva fechada.

O movimento ao longo do ciclo-limite (no plano de
fase) pode ser descrito por meio de um angulo de fase
0(t), que aumenta em 27 radianos se percorremos uma
volta completa no ciclo limite. A equagao de evolucao
temporal da fase é

do

E =w, (1)

onde w ¢ a frequéncia do oscilador. Para muitos oscilado-
res mecanicos (como metrénomos e reldgios de péndulo)
e eletromagnéticos (como circuitos eletronicos) podemos
definir essa fase geometricamente [16]. No plano descrito
pelas varidveis (z,y) a fase é definida como

y(t) — Yo

tan 6(t) = T —

(2)
onde (zg,yo) é um ponto no interior do ciclo limite
[Fig. . Essa nao é a tnica maneira de definir uma fase,
havendo outras mais apropriadas conforme o contexto
no qual trabalhamos [5].

Dentre os muitos exemplos de osciladores existentes no
mundo real, um de extrema importdncia é o neurénio,
que consiste em uma célula do sistema nervoso res-
ponsavel pela transmissdo de impulsos nervosos. Estes
impulsos podem ser medidos através da membrana neu-
ronal, e caracterizam-se por um potencial de membrana
V(t) (supomos que o meio extra-celular tenha potencial
nulo) [20]. Se o potencial de membrana é superior a um
dado limiar, o neurdnio “dispara” provocando um pico
na série temporal de V (t).

Matematicamente, o comportamento dos disparos
neuronais pode ser obtido através de diferentes mo-
delos computacionais, como por exemplo, Hodgkin-
Huxley [21] e Izhikevich [22]. Outro modelo amplamente
utilizado para imitar o comportamento de um neurénio
biolégico, é o modelo fenomenolégico de Rulkov [23].
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Figura 1: llustracdo da determinagdo de uma fase geométrica
para o movimento sobre um ciclo limite atrativo descrito no
plano de fase z,y, sendo xo,yo, os pontos considerados no
interior do plano de fase.

Este, é escrito na forma de um mapa bidimensional com
um termo nao-linear e trés parametros; que descrevem
de forma adequada, o comportamento dos disparos
observados em sistemas neuronais. O mapa proposto
por Rulkov é representado pelo seguinte conjunto de
equagodes a tempos discretos t = 0,1,2,...:

Tyl + Y (3)

_ (0%
o 14a?
Yir1 =yt — ozt — p), (4)

onde z; e y; representam, respectivamente, as varidveis
réapida e lenta num tempo discreto ¢t. A varidvel rapida
estd relacionada ao potencial de agdo V() do neurdnio,
enquanto a variavel lenta produz uma modulacido tem-
poral. As constantes «, o e p tém seus valores fi-
xados pelo tipo de comportamento neuronal que se
deseja investigar. Diferentes combinacges de o, p e «
conferem distintos padroes de disparos neuronais, que
correspondem aos tipos de sinais enviados ou recebidos
pelos neurdnios tais como repouso, disparos e rajadas
de disparos cadticos. Tanto as varidaveis x e y como os
pardmetros do modelo de Rulkov sdo adimensionais por
construcao.

As Figuras a)f(b) representam, respectivamente,
a evolucdo temporal das varidveis rapida e lenta do
modelo de Rulkov 7, para @« = 4,1 e o0 = p =
0,001. Observamos, na Fig. a)7 que a variavel rapida
apresenta rajadas de disparos (bursting), caracterizadas
por uma rapida sucessdo de disparos consecutivos do
neurdnio [24]. Muitos neurdnios exibem este tipo de com-
portamento, e o modelo de Rulkov consegue reproduzi-lo
para valores adequadamente escolhidos das constantes,
de sorte que é um modelo que pode ser empregado
para simulacbes computacionais de diversos fenémenos
de interesse em Neurociéncia [25] [26]. E visivel o carater
periédico das rajadas de disparos, ainda que os disparos
propriamente ditos ocorram de forma cadtica, devido as
propriedades matematicas do modelo de Rulkov [23].

Na Fig. b) mostramos a evolu¢do temporal da
varidvel lenta (para as mesmas escolhas de pardmetros),
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Figura 2: Evolug3o temporal da (a) varivel rapida (relacionada
ao potencial de membrana) e (b) variavel lenta para um neurénio

descrito pelo modelo de Rulkov —@.

onde é mais aparente o carater peridédico das oscilagoes
caracteristicas deste fendmeno de rajadas de disparos.
De fato, os méximos locais da varidvel lenta (indicados
pelas barras verticais vermelhas) marcam o inicio de
cada ciclo de rajada de disparos da varidvel rapida.
Denotando por t; o inicio do k-ésimo ciclo, podemos
definir uma fase 6(t) da seguinte forma

—t 6

0(t) =274 k+
®) { te+1 — Tk

de modo que a fase 6§ aumenta de 27 entre os instantes
de tempo tx e tr41, correspondentes ao k-ésimo ciclo. A
duragao de cada ciclo de rajadas de disparos Aty =t —
tn—1 nao é rigorosamente constante, devido a dindmica
caldtica experimentada pela variavel rdpida. Portanto, a
frequéncia correspondente & fase definida por deve
ser obtida por meio de uma média temporal:

0t =T) — 0(t = 0)
w = fim T ’ (©)

onde admitimos tacitamente que este limite sempre
exista nos casos de interesse. O modelo de Rulkov trata,
originalmente, de um neurénio isolado. Para compreen-
der o efeito coletivo dos neurdnios, como por exemplo
em uma rede, devemos acoplar ao modelo um termo
de modo que possamos estudar os efeitos dinamicos
causados pela adicdo de N mapas. Na proxima secio,
estudaremos o caso de um sistema composto por dois
osciladores (modelo mais simples) para depois tratarmos
de modelo de N osciladores acoplados.

3. Acoplamento de dois osciladores de
fase

Em um trabalho anterior, abordamos o acoplamento de
dois osciladores de fase, descritos pelos dngulos 61 e 6s,
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com —7m < 612 < 7 |[16]. Se desacoplados, eles tém
frequéncias w; = 91 e wy = 92. Caso as fases sejam
definidas como em , isto é, por meio de um tipo de
mapa de Poincaré, as frequéncias devem ser entendidas
no espirito da Eq. @, ou seja, como médias temporais.

O tipo de acoplamento entre os osciladores depende da
natureza da interacdo entre eles. No caso de pedestres
na ponte pénsil, metrénomos e relégios de péndulo,
por exemplo, as oscilagbes produzidas provocam per-
turbagbes mecanicas transmitidas ao longo do suporte
comum a ambos. Essas perturbagoes influenciam, por
sua vez, as oscilagdes dos demais osciladores produzindo
um efeito coletivo, que é a sincronizacdo. Para o caso
da bioluminescéncia dos vagalumes, por outro lado,
o acoplamento é mediado pela propagacdo de ondas
luminosas (eletromagnéticas) que se propagam pelo ar.
Em ambos os casos, a velocidade de propagacdo das
perturbagoes é tdo grande que os osciladores pratica-
mente nao tém efeitos de retardo [27]. J4 o acoplamento
entre neur6nios pode ocorrer tanto devido a troca
direta de fons entre eles, via contato das membranas
(sinapses elétricas), como devido & emissdo e absorcao
de substancias quimicas chamadas neurotransmissores
(sinapses quimicas) [28].

E possivel contornar as complicacdes fisicas ineren-
tes ao tipo de acoplamento usando argumentos gerais,
véalidos para osciladores com frequéncias muito préximas
(nas vizinhangas de uma ressonancia). Inicialmente es-
creveremos as equagoes para os osciladores acoplados na
forma [5]

do
d—; = wi + KQ1(6:1,02), (7)
do
d—f = wy + KQa(6,6,), (8)

onde (1,2 sdo fungodes periédicas em 6 2, de tal sorte que
podemos expandi-las em séries de Fourier duplas, cujos
coeficientes dependem das particularidades do acopla-
mento existente. O pardmetro K indica a intensidade
do acoplamento entre os osciladores. Suporemos que o
acoplamento seja sempre suficientemente fraco, de modo
a valer a condigdo |K| < 1.

Observa-se, das equag()ese que uma ressonancia
simples entre os osciladores ocorre quando w; = ws.
Como as frequéncias naturais dependem dos pardmetros
caracteristicos de cada oscilador, a condigdo de res-
sonancia s6 ocorre, rigorosamente falando, se os osci-
ladores forem idénticos. Na pratica, porém, pequenas
diferengas entre os osciladores geram frequéncias que
sdo muito proximas, na qual podemos considerar wy —
wo &~ 0. Um exemplo deste pequeno descasamento de
frequéncias ocorre em neurénios que apresentam rajadas
de disparos, como ilustrado pelo modelo de Rulkov
7, quando o parametro a de cada neurénio é
ligeiramente diferente.

Nas séries de Fourier que representam as fungdes de
acoplamento ()12, os termos ressonantes oscilam lenta-
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mente com o tempo na vizinhancga da ressonancia exata.
J4 os termos nao-ressonantes, variam rapidamente e
anulam-se quando tomada uma média no tempo. Dessa
forma, chega-se as seguintes equagdes médias para os
osciladores de fase [16]

do

—dl = w1 + K q(p), 9)
t

do

CT; = wy + K q2(—9), (10)

onde ¢ = 0; — 0 é a diferenca de fase e os termos ¢ 2
sdo médias temporais de Q1 2.
Subtraindo as equagoes |§| e obtém—se
d
= —Aw+ Kq(p), (11)
dt
onde Aw = ws — wy é a diferenca entre frequéncias
e definimos ¢(¢) = qi(p) — q2(—¢), tal que ¢(p) =
—q(—p). Uma fungdo simples que é periddica, suave e
anti-simétrica é: ¢(yp) = senp, de modo que torna-
se
d
& Awt Ksengp, (12)
dt
chamada equacgdo de Adler, e introduzida no contexto
de fenémenos de sincronizac¢do em circuitos eletronicos
[291[30]. Portanto, as equagdes médias para os osciladores
de fase quando w; =~ ws podem ser reescritas como

do K
CT; = w1+ sen(f — b2), (13)
do K
d—; = wy + 586n(92 —0y). (14)

As caracteristicas gerais da dindmica dos osciladores
de fase acoplados podem ser extraidas da andlise qua-
litativa da equacdo de Adler (12) [30]. Supondo, sem
perda de generalidade, que Aw > 0, vamos considerar
inicialmente o caso K < 0. Se Aw < |K| haverd um
ponto fixo de dado pela relacao

Aw
e —— 15
seng K (15)
que corresponde a uma diferenca de fase constante
91 — 92 = (p* (16)

caracterizando o chamado travamento de fase (phase
locking). Na condi¢do de ressondncia exata Aw = 0,
como ¢* = 0 temos a igualdade entre as fases (6, = 605),
e os osciladores sincronizam em fase, com frequéncias
iguais a

(17)

o caso K > 0 é similar mas traz uma diferenca im-
portante. Conquanto também tenhamos um travamento
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de fase como em , se a condicdo de ressonancia for
satisfeita (Aw = 0) teremos p* = , ou seja, 1 = 7+ 6a:
os osciladores estdo sincronizados em anti-fase.

J&, se a diferenga entre as frequéncias for suficien-
temente grande (Aw > |K]|), ndo haverd um ponto
fixo na equacdo de Adler e, consequentemente, nao
teremos mais travamento de fases nem sincronizacgao
entre suas frequéncias. Nesse caso, a diferenca de fase
@ entre os osciladores varia com o tempo, e dizemos que
os osciladores estao a deriva (“drifting”) |17} [31].

4. Acoplamento de N osciladores de fase

A discussdo da se¢do precedente pode ser generalizada
para o caso de N osciladores de fase, cada qual com fase
0; e frequéncia natural w;, com ¢ = 1,2,... N. Quando
consideramos o acoplamento entre os osciladores, pode-
mos generalizar as expressoes 7 e escrever

db;

K N
= =wit N;sen(aj —6), (18)

onde K é a intensidade do acoplamentoe i =1,2,...N.

As frequéncias naturais dos osciladores dependem das
suas caracteristicas individuais. Como néo existem, na
pratica, osciladores exatamente idénticos, é de se esperar
que suas frequéncias ndo sejam precisamente iguais, mas
tenham uma certa distribuicdo de probabilidade em
torno de um valor médio w.

Vamos denominar essa distribui¢do de probabilidade
G(w), tal que G(w)dw seja o numero de osciladores com
frequéncias naturais entre w e w + dw. Se integrarmos
entre todas as frequéncias teremos o numero total de
osciladores

/ dw G(w) = N. (19)
Se definirmos a densidade de probabilidade

1

9(w) = 5 Glw), (20)

a eq. leva & condi¢do de normalizacdo

/OO dwg(w) =1, (21)
de forma que o valor médio da frequéncia é
W= /OO dww g(w). (22)
E conveniente redefinir as frequéncias como

O=w-—w, (23)

tal que o valor médio é transladado para a origem.
Frequéncias positivas e negativas séo interpretadas como
resultado de rotagoes nos sentido anti-horario e horario,
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Figura 3: Histograma para as frequéncias naturais de N =
1000 osciladores de fase. A curva vermelha representa uma
distribuicdo Lorentziana (26) com v =0, 5.

respectivamente. Essa redefini¢ao implica em fazermos a
seguinte transformacao de fase

0; — 0; = 0; — wt, (24)

que equivale a mudar a descricio das fases para um
referencial que gira com velocidade angular —@.

Vamos supor, também, que a densidade de probabili-
dade tenha duas caracteristicas: (i) seja simétrica

9(@) = g(~w); (25)

e (ii) unimodal, ou seja, g(®) tem um méaximo em w = 0.
Um exemplo de ambas é a distribuicdo Lorentziana

[Fig. [3]:

~ Y
= 26
9(@) T+ D) (26)
onde v ¢é a largura caracteristica da distribuicio, ou seja,

~ gmaz 1
g(@w==47) = 2 T oy (27)

Nestas novas varidveis (fases e frequéncias) o modelo
de Kuramoto (18) é escrito como

i

b, . K .
7 —wi—i—ﬁgscn(j— ), (i=1,2,...N) (28)

Doravante, por simplicidade, iremos substituir a notagao

% por ddet"" sobre as fases, e @; por w; sobre as
frequéncias.

5. Sincronizacao no modelo de
Kuramoto

O modelo de Kuramoto

K N
:wi—i—NZsen(ﬁj—@i), (i=1,2,...N) (29)

=1

db;
dt

(18) ¢ um sistema de N equagdes diferenciais ordinarias
e acopladas de primeira ordem em relagdo ao tempo
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e que, neste caso, sdo escritas considerando um
referencial girante. Portanto, para resolver esse sistema
precisamos empregar métodos computacionais, no nosso
caso, o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com
passo fixo 0,01.

Como discutimos anteriomente no caso de dois osci-
ladores, para um conjunto de NN osciladores é plausivel
que as frequéncias w; sejam suficientemente préximas e
escolhidas aleatoriamente num dado intervalo, segundo
uma distribuicdo de probabilidade. E comum conside-
rarmos frequéncias que satisfacam uma distribuicdo de
probabilidade Lorenztiana do tipo (26) com média zero
e largura v = 0,5 [Fig. . Usualmente escolhemos as
condigdes iniciais 0;(t = 0) aleatoriamente com distri-
bui¢do uniforme. Assim esperamos que os resultados
obtidos nao dependam, em média, da forma especifica
que supomos para as condigdes iniciais.

Resolvendo numericamente as equagoes obtemos
6;(t) para cada oscilador i = 1,2,... N em um tempo
qualquer ¢ > 0. Nesse caso, as frequéncias perturbadas
serdo dadas por

1,2,...N) (30)

P
Q =w, + N ;sen(ﬁj —0:), (i

e diferem, em geral, das frequéncias naturais w;, para
K #0.

Vamos considerar, inicialmente, o caso K = 0,5. Apos
um intervalo de tempo longo (¢ 100) observamos
que as fases dos osciladores distribuem-se de maneira
relativamente uniforme ao longo do intervalo [0,2m)
conforme visto na parte superior da Fig. a). Ja as
frequéncias perturbadas estdo distribuidas de forma
simétrica em torno de €); = 0, de forma semelhante
aquela dos osciladores nao-perturbados, ilustrado abaixo

Sobre vagalumes, pedestres e neurdnios: a sincronizacao de osciladores de fase

Como generalizamos a diferenca de fase para N
osciladores acoplados? Dadas as fases dos osciladores
num instante ¢, 0;(¢), Kuramoto introduziu o pardmetro
de ordem complexo [32] [33]

N
) 1 )
_ w(t) — — i0; (t) 1
z(t) = r(t)e I ;:1 e (31)

onde r e 1 sdo o médulo e o argumento, respectivamente.
Podemos interpretar z como um vetor no interior do
circulo unitario, que é a resultante dos vetores cor-
respondentes a cada oscilador. Se os osciladores estao
distribuidos uniformemente ao longo do circulo unitario
esse vetor resultante terd um modulo préximo a zero. De
fato, no caso ilustrado pela Fig. a)7 obtemos r =0, 14
e 1 = 1,56 radianos.

Aumentando o valor de K para 1,5 observamos uma
concentracdo das fases dos osciladores na parte superior
da Fig. b), o que aumenta o médulo do parametro de
ordem para r = 0,69 e ¥ = 2,19. H4 uma sincronizacao
entre as frequéncias perturbadas de um grande nimero
de osciladores em torno de €; = 0 mostrado na parte
inferior da Fig. b). Para valores ainda maiores da
intensidade de acoplamento (K = 3,0) aumenta a
concentragdo das fases na parte superior da Fig. c),
tal que r = 0,92 e ¢ = 5,48. Haverd a sincronizagao de
quase todas as frequéncias conforme mostrado no quadro
inferior da Fig. c). No limite, se todas as fases fossem
exatamente iguais, terfamos r = 1.

Para o caso em que K = 0,5, a frequéncia dos oscila-
dores acoplados §2; (vermelho) segue a mesma curva da
frequéncia natural w; (azul). Quando K = 1,5, nota-se
que a maioria dos osciladores apresenta, praticamente
a mesma frequéncia, de modo que, w; — w; =~ 0, ou
seja, quase todos os osciladores apresentam frequéncias

na Fig. a). proximas a zero. Quando K = 3,0 a diferenga na
(@) k=0.5 (b) k=15 (¢) k=3.0
- Jem o
e ~ oe .

K r=0.14 %, r=0.69 . r=092°,
Sow=156 Yy =219 =548 .
R | Nt o
: ] . \ ;
\\. ° .‘.

te. - 34 ‘e . ’ ® oo
4 1 l l 1
w x Q o
2_ 1 1 3_
o
2 07 -
3
_2_? L
- 1 2|0 4|0 6|0 8|0 100 - 1 2|0 4|O 6b Sb ](I)O - 1 2|0 4b 6|() Sb 100
i (oscilador) i (oscilador) i (oscilador)

Figura 4: Fases (cor verde, acima) e frequéncias perturbadas (cor vermelha, abaixo) e ndo-perturbadas (cor azul, abaixo) para o
modelo de Kuramoto com N = 100 osciladores nos casos (a) K = 0, 5; (b) 1,5; (c) 3,0. Nos painéis acima indicamos os pardmetros

de ordem correspondentes aos trés casos.
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frequéncia para todos os osciladores é praticamente
inexistente, o que corrobora os valores do parametro de
ordem na parte superior da Figura

Para apreciarmos de forma mais completa o efeito do
aumento da intensidade do acoplamento, calculamos o
moédulo do pardmetro de ordem para diferentes valores
de K em um sistema de N = 100,200,500,1000 e
2000 osciladores de fase. E importante mencionar que
os valores de r dependem de forma bastante sensivel
tanto do ntmero de osciladores N como das condigoes
iniciais (6;(0)). Para cada valor de K, escolhemos 10
conjuntos diferentes de condi¢des iniciais aleatdrias (alte-
rando a “semente” usada no gerador de niimeros pseudo-
randomicos).

Na Fig. mostramos o valor da magnitude do
parametro de ordem r em fungdo da intensidade do
acoplamento K, para conjuntos com diferentes niimeros
de osciladores acoplados. Para intensidades de acopla-
mento relativamente pequenas o pardmetro de ordem
assume valores entre zero e 0,2, indicando auséncia de
sincronizacdo de fases (pode haver sincronizages por
acaso entre alguns osciladores, mas espera-se esse efeito
torne-se irrelevante a4 medida que N cresce). Quando
a constante de acoplamento aproxima-se de K = 1, o
modulo do pardmetro de ordem comega a crescer e atinge
valores da ordem de 0, 85 para K > 3. De fato, se K > 1
temos que r — 1. Conforme o nimero de osciladores
aumenta, a curva do pardmetro de ordem se aproxima
da previsio tedrica para o limite do continuo (N — c0),
representada pela linha tracejada preta na Fig. A
derivacdo matematica da curva tedrica sera apresentada
no apéndice A. Os resultados numéricos aproximam-se
desta curva tedrica a medida que o niimero de osciladores
aumenta, como pode ser visto para os conjuntos com
N = 1000 e 2000 osciladores de fase, representados pelas
curvas azul e amarela, respectivamente, na Figura

1.0 L

00—
0 1 2 3
K

Figura 5: Moddulo do pardmetro de ordem em fungdo
da intensidade de acoplamento em um sistema de N =
100, 200, 500, 1000 e 2000 osciladores de fase acoplados segundo
o modelo de Kuramoto. A linha tracejada preta representa
a previsio tedrica (ver material suplementar) no limite de N
grande.
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6. Discussao dos resultados

Os resultados mostrados na se¢do anterior indicam que
paraum sistema de IV osciladores acoplados de acordo com
a Equacéo , o aumento da intensidade de acoplamento
tem duas consequéncias: (a) hd uma aproximagio das
fases dos osciladores, até a situagdo onde elas sdo iguais;
(b) a progressiva sincronizacao das frequéncias dos oscila-
dores no seu valor médio. Ha, portanto, dois fené6menos
ocorrendo: uma sincronizagao parcial das fases e uma
sincronizacao quase completa das frequéncias respectivas.

Para uma melhor compreensio desses fendmenos,
vamos multiplicar o pardmetro de ordem por e~i:

N

) 1 )
r(t)el(w_ei) =¥ Z 61(91—91), (32)
Jj=1
cuja parte imaginaria é
1
r(t)sen(y —0;) = ; sen(6; — 0;). (33)

Substituindo em (29) e considerando um refe-
rencial ndo girante, podemos reescrever o modelo de
Kuramoto na forma

do;
dt

A despeito dessa forma, as equagdes para os osciladores
de fase ndo estao desacopladas. Tudo o que fizemos foi
embutir o termo de acoplamento em r e ¢ (para im-
plementar computacionalmente o modelo de Kuramoto
é recomendavel usar ) Observe que, na Eq.
estamos utilizando a mesma notacdo do referencial
girante por conveniéncia.

Uma simplificagdo consideravel no nosso estudo
vird se levarmos em consideracdo apenas os estados
estaciondarios, ou seja, aqueles para os quais o pardmetro
de ordem tem moédulo r constante e gira com
velocidade angular constante  [17]. Na prética, os
estados estacionarios podem ser obtidos para tempos
suficientemente grandes.

Nessa situagdo podemos fazer uma nova mudancga para
um referencial girante com a mesma velocidade angular
), o0 que equivale & um valor constante v, que podemos
escolher como 1 = 0. No referencial girante, as equagoes

tornam-se

T

Impondo, agora, a condigdo de fases constantes (no
referencial girante) 8 = 0, obtemos a relagdo

=w; + Krsen(y — 6;), (i=1,2,...N). (34)

w; — Krsen;, (i=1,2,...N). (35)

Wi
senf = —. 36
= (36)
Como |send}| < 1, concluimos que serd possivel satisfa-
zer a condicdo de fases constantes desde que

—Kr <w; <Kr, (37)

para valores dados de K e r.
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Os osciladores que satisfazem (37) tém fases que giram
com velocidade angular 2 no referencial fixo. Como
) é constante, haverd travamento de fases entre esses
osciladores, de modo que as diferencas de fase mutuas
;i = 07 — 07 sdo independentes do tempo, como no
caso de dois osciladores visto anteriormente. Para saber
quanto é essa diferenca de fase nés usamos e o valor
da frequéncia natural dos osciladores:

Pij = arcsen (%) — arcsen (%) . (38)

As frequéncias perturbadas dos osciladores que exi-
bem travamento de fase sdo dadas, no referencial girante,
por

Q; = w; — Krsenf; =0, (i=1,2,...N) (39)

ou seja, esses osciladores sincronizam a frequenma ZETO.
Eo que vemos nos painéis exibidos na Fig. [4 b uma
parte dos osciladores que se concentram em torno de
0 = 7 tém frequéncia nula. Quanto maior o valor de
K maior serd o valor de r e, portanto, mais osciladores
passam a satisfazer a condicdo (37). J& os osciladores
que ndo satisfazem , por terem |w;| > K7, ndo
exibem travamento de fase nem sincronizagdo entre suas
frequéncias, o que explica os osciladores “rebeldes” que
vemos nas Figs. [4] [b . Em analogia com o caso de
dois osciladores dlremos que estes osciladores estdo ‘a
deriva’; pois suas diferengas de fase variam com o tempo.
Evidentemente, para K e r suficientemente grandes, a
condigdo (37) serd satisfeita para todos os osciladores.

A Fig.[5] contendo a variagdo do médulo do pardmetro
de ordem r com a intensidade do acoplamento K,
apresenta uma transicdo entre um estado onde nao hé
travamento de fase nem sincronizacdo de frequéncia
(para K baixo) e um estado com travamento de fase e
sincronizagdo de frequéncia parciais, & medida em que
K aumenta. As flutuages observadas na Fig. [5| sdo
devidas tanto ao efeito das condigbes iniciais como ao
tamanho finito da rede N. Se a figura for obtida para
um nimero maior de osciladores, essas flutuagoes serao
significativamente menores.

Desse modo, podemos perguntar o que ocorre no
limite “termodindmico”, ou seja, quando N — oo.
Nesse limite é possivel usar a teoria do campo médio
para determinar as propriedades gerais do modelo de
Kuramoto em termos da intensidade de acoplamento
K. Essa andlise emprega um ferramental emprestado
da mecanica estatistica, e os resultados principais sdo
deduzidos no Apéndice A. Vamos resumir os resultados
principais da analise do caso N — oo.

Quando 0 < K < K., onde K. é um valor critico dado
por

2
K, = , 40
© = g0) 1o
os osciladores estdo completamente dessincronizados, ou
seja, temos r = 0 [I7]. Se K > K. os osciladores
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comecam a apresentar travamento parcial de fases e
sincronizac¢ao de frequéncias, de forma que r cresca com
a raiz quadrada de K — K.

No caso de wuma distribuicio Lorentziana de
frequéncias com largura ~, dada por , onde ¢(0) =
1/7y, de modo que K, 2v. Se ~ 0,5 (como na
Fig. [5), entdo K, = 1. Além disso, para K > K¢ temos
a seguinte relacdo (exata) entre o pardmetro de ordem e
a intensidade do acoplamento |17

r=\/ \/17— (41)

indicada na Fig.por uma curva tracejada. Se K — oo,
entdo, r — 1, que corresponde ao perfeito travamento
de fases e sincronizacao de frequéncia de todos os oscila-
dores. Para outras distribuigdes de probabilidade g(w),
é possivel obter expressdes gerais nas vizinhancas do
ponto critico. O modelo de Kuramoto exibe, assim, um
tipo de transi¢do de fase de segunda ordem (continua)
no ponto K., semelhante a transi¢io paramagnética-
ferromagnética que ocorre em certos materiais.

(=)

7. Conclusoes

A sincronizagdo de um conjunto de osciladores acoplados
é um fendémeno bastante comum em aplicacGes fisicas e
biolégicas. Como ha vérios tipos de osciladores, assim
como diferentes formas de acoplamento, é interessante
abordar esse assunto sob um ponto de vista geral, de
modo a salientar os seus aspectos essenciais, sem a
necessidade de levar em conta detalhes dos modelos. Esse
foi o ponto de vista prevalente no presente trabalho.

A aproximagao de osciladores de fase é importante
pois reduz a dinamica a uma tnica dimensao, simplifi-
cando a descri¢do matematica. Ja o tipo de acoplamento
pode ser, também, simplificado usando equagoes médias,
donde é possivel motivar o modelo de Kuramoto, no
qual cada oscilador é influenciado pela média de todos
os demais. Esse tipo de sistema tem sido usado como
paradigma para o estudo de osciladores acoplados.

Na auséncia de acoplamento supomos que as
frequéncias correspondentes sdo ligeiramente diferentes,
satisfazendo uma distribuicao de probabilidade simétrica
e unimodal. Se a intensidade de acoplamento for su-
ficientemente pequena, os osciladores apresentam um
estado incoerente. Em contrapartida, se a intensidade
for superior a um dado valor critico, aparecem duas
populagoes de osciladores: (i) aqueles que apresentam
travamento de fase (ou seja, suas diferencas de fase
permanecem constantes com o tempo) e sincronizacdo
de frequéncias; (ii) aqueles cujas fases estdo a deriva, ou
seja, variam com o tempo de forma independente.

Observou-se que o crescimento da fracdo de oscilado-
res travados/sincronizados cresce monotonicamente com
a intensidade do acoplamento. Essa constatacdo também
surge a partir da definicdo de um parametro de ordem,
que cresce com a intensidade do acoplamento a partir
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do seu valor critico. No limite de infinitos osciladores
acoplados, uma teoria de campo médio prevé que essa
dependéncia é da forma (K7K6)1/2, onde K. é um
valor critico que depende do valor maximo da distri-
buicao de frequéncias dos osciladores. Esse resultado faz
com que a transi¢do para a sincronizagdo no modelo de
Kuramoto seja comparada a transi¢do de fase de segunda
ordem entre sistemas paramagnéticos e ferromagnéticos.

As caracteristicas observadas no modelo de Kura-
moto, tanto o travamento de fase como a sincronizagao
de frequéncias, podem ser empregadas para explicar
qualitativamente sistemas tao diversos como vagalumes
piscando, neurénios em rajadas de disparos, e pedestres
em uma ponte pénsil. Para cada um destes exemplos, os
fenébmenos de sincronizacao resultam em consequéncias
observaveis.
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